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VORGELEGT IN DER SITZUNG DER MATHEMATISCH-NATURWISSENSCHAFTLICHEN 1 LASSE AM 14. OCTOBER 1875. 


Pica hat im X1. Bande ! des Crelle’schen Journals eine Construction derjenigen von Steiner? her- 
rührenden Verallgemeinerung der Malfatti’schen Aufgabe, wo an die Stelle dreier gegebener Geraden drei 
beliebige Kreise gesetzt werden, gegeben, welche wesentlich von der Steiner’schen Construction? der näm- 
lichen Aufgabe abweicht. Dieser Umstand veranlasste mich zu einer analytischen Behandlung der Malfatti- 
schen Aufgabe für das ebene Dreieck und drei in einer Ebene liegende Kreise mit besonderer Berücksichti- 
gung der Steiner’schen Lösungen derselben. Selbstverständlich bedarf das im Folgenden befolgte Verfahren 
nur leichter Anderungen, um unmittelbar auf die Kugel anwendbar zu sein. 

In Betreff der einschlägigen Literatur verweise ich auf die von Herrn Schroeter im LXXVII. Bande 
des Crelle-Borchardt’schen Journals * gegebene Übersicht. 


Ile 


Die Malfatti’sche Aufgabe für das ebene Dreieck lautet: 
In ein gegebenes Dreieck ABC drei Kreise zu beschreiben, von denen jeder zwei Seiten des Dreiecks 
und die beiden anderen Kreise berührt. 
Bezeichnen 
L= A zB y+ —=0 
M = A,x B, y+ 0, = 0 


N = Aæ B, y+ U = 0 


1 Analytisch-geometrische Aphorismen, Nr. VI. 

® Einige geometrische Betrachtungen von H. Steiner, Nr. 15, im 1. Bande des Crelle'schen Journals. 
3 Ebendaselbst. 

4 Die Steiner’sche Auflösung der Malfatti’schen Aufgabe, von H. Schroeter. e 


EE? 
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unter der Voraussetzung, dass 
H Kin, 2 H AEN Kies 
4+-B=4+B-ÄA+B = 


ist, die Gleichungen der Seiten BC, CA, AB des gegebenen Dreiecks und 


R, = (ru) se Al 
R, = (&— u) (y — r) — ri = U 
8, = (xu, t (yon) E O 


die Gleichungen der gesuchten drei Kreise, welche bezüglich die Seiten W und N, N und L, L nud M 
berühren, so sind die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen der Aufgabe, wenn man von den Auf- 
lösungen absieht, wo zwei Kreise eine Dreiecksseite in einem und demselben Punkte berühren, durch die 
neun Gleichungen 
Men: 
Zi Lous p = i 
lee = 1) 
EE 
es 
Ale) ii 
(a,— u)’ + (2)? = (1,73) 
(uzu + (rme = Uran D 2) 
el} 
ausgedrückt. 
Zur Auflösung dieser Gleichungen gelangt man am einfachsten, indem man die Funetionen L, M, N 
dureh die Unbekannten der Aufgabe ausdrückt. 
Aus den Gleichungen 
La) Hm 2 (0 
De, )— AD nl en 
u ta) t (eta) = a) 
folgt 
Alan) e ales s 3) 
und, wenn 
Ar) - By -u)=D, 4) 
gesetzt wird, 
Prg)? Ay = (rars) (a, u) HD, (973) 


5) 
(a SEH, SE (u, —%,) 
i læ y 
(Aa By H les y i) Re R ele 
L ae 


der Factor von D, stellt nach der üblichen Bezeichnung die Determinante 


alk nne ee) 


vor. Die Constante C findet man, indem man in der vorstehenden Identität 


= LP A E Wi 


setzt, ` - 
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= 2r, rg (rar) 


und für D, ergibt sich durch Bildung der Summe der Quadrate der Gleichungen 3) und 4) die Gleichung 


D: = ZG 6) 
Es ist also 
la y 
1 
C E Gl Ze (ma r3) D 
1 a Da 


Ebenso findet man, wenn zur Abkürzung 


4,3) Bee Zu)=D, 


Aw) — Bu, el = D; 
gesetzt wird, 


(ra 7)? d = or) (au) +D, Depu) 


8) 
(r; +r}? Ba = Drei (8—21) -— D, (uzt) 
j le y 
(r; r) H = — D Wr (R; Bal D, |1 u, Sai 2r; r (ratr) 9) 
I 2 
JI e Ae, F 10) 
(r Hr) A= (rire) (u) +D (0—8) 11) 
(rir) B= (rre) (0—8) —D, (u — i) 
i Lae gl 
(ritr y N = — F (rira (R Bal +D, |1 u vl #22, rer Hra) 12) 
Il o, Oh 
13) 
Setzt man in der Identität 7) 
P= nn, 
so wird mit Hilfe der Gleichungen 2) 
(Hr L (u t) = r r H Dh At än ro (rar) 
(ratr) + Lle v] = rara (rtr r) + rrr HD A, 
wo 
Loey 
see Il U Te 
1 u, Da | 
= Mafia Ug Vg H Utg Vy Bu Cg H Mu Ua — ud, 14) 


ist, und da, wie leicht aus den Gleichungen 2) oder auch aus der Bemerkung, dass A den doppelten Flächen- 
inhalt des von den Mittelpunkten der Kreise 8,, 8,, 8, gebildeten Dreiecks ausdrückt, folgt, 


Sale nn) 15) 
ist, so ergibt sich 


IL Az, A. i 
rL (u; zl = Ba Eë 16) 


198 F. Mertens. 


Ebenso folgt aus den Identitäten 9), 12) 


TL Az, DE 
,+-Mu,.,)= Dre = j Im 
Ze. 
X 1 Bea: D RE 
E T >) Ge 
> ir, 


Man bilde ferner mittelst der Formeln 5), 8), 11) die Ausdrücke 
A = A,A; + B, B, 
V= A,A + RP 
C = A,A, + Bi By 
Es wird 
Ale) PP) Cm) H eme) me) 
— (rir) Da — (rera) D38, 


oder, da den Gleichungen 2) zufolge 


R eg 
(ët u) a a a (9%) (9; —%,) = 5 herme =E ea (u; — u) = (v; —e,)"] 
1 2 2 
ə [Certs Ze) ] 


PB) 02 


he 1 
m 
= r (ritr Hrs) — Za fe 19) 
ist, 
Fer Mer) —DeD;] tere) re.) 
SE G N 


In diesem Ausdrucke erkennt man sofort den Cosinus eines dreitheiligen Winkels, wenn man 


leer S S 
Klee) a = 00659 en zm 5inp 
re) +) Drif) 
n—r, D . 
2 OE a Zn 
Vu ko E 
r —r D i 
ey —-—=siny 
Ze į fa i 


setzt, was den Gleichungen 15), 13), 10) zufolge gestattet ist. 
Es wird nämlich 
A = cos (pyy); 
und demgemäss 


ee KEE 
> —=sm 9 d 


Da nun bei gehöriger Zeichenbestimmung der Wurzeln 


wo, [r [ritr r $ Yen 


sin — = ZE 


F |ang V 2 Vet Viet 


cos 
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S PS A r 
Ten RS EE 

S (ES 2 | ES 
cos pa A sin * = Ss 

2 Vri +r; = Vet 


- a 
wird, so erhält man durch Entwicklung von sin — (on) 


HEH SE Vr EE Ve, ees (zs + nen 


2 (r7) Gi Siir | 


E LS Ke |! SES Ir EE 
SE 


A e 22 
= u ee E Ben EU ee 
SC SS [a Vra Vr; Yr, Ser Er Vr Vra) a zs Vr LEE +r, Vr Cl 
Ta T3 rir; DR 2 
1 fA+r, D,) (år, D 
mie: F d Ke, s), 20) 
T'a Pg Tayri ee: 
welche Gleichung auch unmittelbar, ohne durch die trigonometrischen Formeln hindurch zu gehen, erhärtet 
Ta 


si 


werden kann. Über das Vorzeichen der Wurzel / A wird nichts festgesetzt. 


Durch Buchstabenverwandlung ergibt sich 


gen PS zwi p= ” ES = 21) 
2 A nen . Fahr, 

IER L e p2, D 
J rer IL rz 


Der Fall, dass die Gleichungen 16), 17), 18), 20), 21), 22) durch das Verschwinden einer der Grössen 
Dua Pan Pay Pat ra, Perkins Ft Ta 


ihren Sinn verlieren würden, kann im Allgemeinen auch bei rein algebraischer Auffassung der Gleichungen 
1), 2) nicht eintreten, weil im Gegenfalle diese letzteren nur acht Unbekannte enthalten würden. 


Setzt man 


1-4 1—8 o 1—6 
3 3 
Bey? a 2n? p2 2, pe oe 23) 
/ Dan © me 
26y Zus daß Å 


so ist in Folge der bekannten trigonometrischen Beziehung 
1 — WB — ®+2ABE = 0., 


welche iibrigens nur eine Entwicklung (durch zeilenweise Ausführung des Determinantenquadrates) der 
Identität 
| 12 
len 


[Ar Ba; ol 


| 
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ist, 
2er Aa? 
aa? = 1 Pape = Pay] 
Br = a Bo Bai =a 
"ei teil = E ya— ya —# 
ef = pa'= y af a p =y 


Dies voransgeschiekt, erhält man dureh Beseitigung der Ausdrücke 
A+nD, år, D, A7, D, 
ab Zare i cimi 
aus den Formeln 16), 17), 18), 20), 21), 22) die Gleichungen 


ei 1 © 
LI, pls mr än E 


(1—2) 
a (+7) +a) g 
ICH v) == — EE EES 24) 
$ 1+«) (1+-£ 
N (uz, 3) = —r; + 2r, m, 


welehe zu den Gleiehungen 1) hinzngenommen eine Bestimmung der nenn Unbekannten der Aufgabe mit 
Umgehnng der Gleichungen zweiten Grades 2) ermöglichen. 
Es genügt, nnter den auf diese Weise erhaltenen nenn Gleichungen diejenigen drei 
1+6) (1+; 
Lion, u) — r= Se HE —1 25) 
(1-a) 

Mu, Gul r = H 

N (u pls U 
zu behandeln, welehe die Unbekannten w, »,, ”, enthalten; die Bestimmungsstücke der Kreise &,, &, erhält 
man dann anf Grund ähnlich gebanter Gleichungssysteme dureh blosse Buchstabenverwandlung. 


Den Gleichungen 26) genügt man, wenn f, g, A die Mittelpunktseoordinaten nnd den Halbmesser des 
in das Dreieck ABC nach Massgabe der Gleichungen 


N ZEN 
eingeschriebenen Kreises bezeichnen, durch die Werthe 


SESCH ) BER | 


a=} e) > o =g + (7—4) E 


und erbält durch Einsetzung derselben in die Gleichung 25) 


Ar ‚Ei |. 


Bo [= Dur Le 


Da aber nach 23) 


1 e e +e Zë 


2 


E oi 


HEED 


ist, so wird einfacher 
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7 (k—r) = a ee =] 


(el 


EE 


(Lei 
= 26, 
wo 
I DA Sr y+ (1—2) (1+6) (1y) 
Ebenso wird 
EE eh, 
| N 
GE, 
nah EEN 
Al B +b, 
e SE 9 vr Ir SE oi 
n= soapy Dritter 
gefunden. 
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30) 


Zur Vereinfachung der für »,, ze r, erhaltenen Ausdrücke gelangt man durch Bildung der Producte wy, 


v}, Au. Es ist 
po = a Beyt (1AP (1—2 (1a) E 
= p° 4° [et (He)? +20 Py (1a) (1— 8y) 
= 2 py a) [Py + sit Bal, 
oder wegen 
E ae y = py i 
u» = Dë py (1a) (le), 
und durch Buchstabenverwandlung 
vi = Zeie (1+B)(1—P) 
= 2a pa p (1+7) I). 


Hieraus folgt 


1 1-+« 
EECH KÉ 
| sl lr 
"ai zo: Lë 
il Ne 
a 


und mit Hilfe dieser Producte wird 


gefunden. 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl. XXXVI. Bd, Abhandl. von Nichtmitgliadern. 


anr 


31) 


32) 


202 F. Mertens. 


Es ist nun noch der Nachweis zu führen, dass man befugt ist, die Gleichungen 2) durch die Gleiehun- 
gen 24) zu ersetzen, d. h. dass die Gleichungen 2) eine Folge der Gleichungen 1) und 24) sind, oder dass die 
gefundenen Kreise sich in der That und zwar, weil nach 32) die Halbmesser ,, »,, », dasselbe Zeichen haben, 
von aussen berühren, 

Bildet man aus den durch die Gleichungen 27), 29) gegebenen Werthen von Ae Ze Ma, Ze den Ausdruek 


V = (ugt) + (vav) — (rar), 


so wird 
h—r h—r 14-414 B+6 
V= ( p” d I - —2 (h— ra) EE ECKER Te le, 
oder, weil nach 23) 
1 2 1 y 
me r T a 
la _ l= By 
ae 


ist, einfacher 
vV- |5 e 1 | — 4r (e 


Es ist ferner nach 23) 


DÄ a. „ler ha 
Be Ee 
nud nach 28), 30), 31) 
Gen, ` Wer A 
I, 12 — EE 
Do y D Wé 


EEN 
"E: ; (1a) (1—a') 
so dass 
Be a ee 
Fan a 


a(l+a—«‘) 
(14a) (1—«) 
| H Ge A (hr = pp A 
ß 2 ui & lse 
und in der That also nach 32) 
F=. 


wird. Auf dieselbe Weise werden alle Gleichungen 2) bewiesen. 

Da die Ausdrücke U, B, & vier verschiedene Werthsysteme annehmen können, je nachdem man näm- 
lieh festsetzt, dass im Innern des Dreiecks 4 BC entweder alle drei Fnnetionen L, M, N positive Werthe 
oder irgend zwei derselben positive, die dritte hingegen negative Werthe besitzen sollen (die übrigen vier 
möglichen Fälle geben niehts Neues), und da für jedes dieser vier Werthsysteme über die Vorzeichen der 
Quadratwurzeln «, B, y (23) acht verschiedene Bestimmungen getroffen werden können, so lassen die 
Gleichungen 1), 2) 32 verschiedene Auflösungen zu. Jedem der vier Werthsysteme von Y, B, E entspricht 
der Halbmesser A eines bestimmten der vier in das Dreieck A B C einbeschreibbaren Kreise. 


Es seien 
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die Gleichungen dreier den Gleichungen 1), 2) geniigenden Kreise, 


Kl) yo)’ — t= 0 


die Gleichung des Kreises, welcher dieselben senkrecht sehneidet oder durch deren Berührungspunkte geht, 
so dass 


&, (u 2) = R, (o 0) = Ralu 2) = 7 33) 
ist, und b,, a,, b, der Halbmesser und die Mittelpunktseoordinaten eines Kreises $,, welcher die Geraden 
Lz=Ü K —K, = 0 K-R,—= 0 
uach Massgabe der Gleichungen 
Las) D 
K, (u b) — Rala b) = Zb lt) ` Zä: 
284) 8.0) 21,03) 


berührt. Da den zwei letzten dieser Gleichungen durch die Werthe 


a e “i e= [1+ a 35) 
In, ri ri ri 


genügt wird, so findet man durch Einsetzung derselben in die erste 
bi d = 
1+- | Lwe)——L(u,v)=h 
` ri Ti 
De 2 Lin v) , 36) 
1 r Luse) — Llu, v) 


Es wird aber, wenn man in der Identität 7) 


setzt, 
Io 3 
(ryer) Lhu, o) = D, 1lwu|+2r;r, (+73), 
| ji GER 
und da das Product 
1 wo as 


Ug — U, Daf 


od 
H Te 
il | | a S =| 


| = =E 


1 Se Gel L 2,0, 


durch zeilenweise Multiplieation mit Hilfe der Gleichungen 2), 33) sich 
I | nl) ra Oira) 
I rl) ra (rtr) 


= rar, (rat) 


ergibt, so findet man 


lu» 
lea ke SR 37) 
UL A & 
2r r, [A>r D : 
Le) SC 
und ähnlich 
aa* 
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Re 
Mi, o) = | a 39) 
2 A 
2 m ne: er i | a } #0) 


Unter Berücksichtigung der Gleichnngen 16), 38) erhält nan sodann nach leichter auf der Gleichung 
15) beruhender Vereinfachung aus 36) 

A (r,r) 
AD, (r, r, Hra) 


b = 41) 


Bezeichnen &, » die Coordinaten des Punktes, in welehem der Kreis $, die Gerade Z berührt, so hat 
man 
2 
E= ah A, n = bhh B 
oder identisch in Bezug auf x, y 


e Go — (x—a ) (y—b,)— b1--2h, L 


und dalıer, wenn der Reihe nach 


gesetzt wird, nach 34), 1) 
Ka (È 7) = Ka (a b) — bi 27 
=, (a, u) bi —2h,r, 
K (E n) = Ra la, b) — +2, 
= & (a, 6) — 2, 7, 
Dee N 


Der Berührungspunkt (é, e) liegt also auf der inneren gemeinschaftlichen Tangente der Kreise 8, und S- 
Es ist ferner nach 35), 41) 


Mio. b) = p- b, 2) rs 0) — 2 dE 


le 


nr: 
A A-r D 
e doc IO Jh? 


z at? 
und daher naeh 1), 39), 22) 


= 1 fA-+n,D, E J 
M(a,b)=b, [i Zn, | SES ` EH 


= (1--2y) Dre 


Auf dieselbe Weise findet man 
Aa, Ze 
Wird nun von diesen Gleichungen die erste der Gleiehungen 34) abgezogen, so ergibt sich 
Llah) = b, 
Mia, b) — Lla b) = 27b, 42) 
N(a,5) — Lla, b) = ZÉb, 
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und man schliesst, dass der Kreis $, die Seiten des Dreiecks 
L=0 M—L=0 N—L = 0 
berührt. Es ist aber bekanntlich 
M—-L=0 


die Gleichung der Halbirungslinie des Innen- oder Aussenwinkels bei C, je nachdem die Ansdrücke Z, M im 
Innern des Dreiecks ABO Werthe von gleichen oder entgegengesetzten Zeichen annehmen; dasselbe gilt 
von der Gleichung 
N—L=0. 
Zieht man noch die Kreise $,, $, in Betracht, welehe bezüglich den Dreiecken 
N N 
al ee EN il 
und zwar in der Weise eingesehrieben sind, dass ihre Mittelpunktscoordiuaten und Halbmesser (a,, b, Do) 
(az: b3, þa) den Gleichungen 
M (a; ba) = b 
Ka (azs b2) — Ra, ba) = Ze (7373) 
Ka (a: ba) — Bloe: be) = Zb +) 
N (az, ba) = b; 
Ra Cas, b3) — K, (az, b3) = 2h (r47, ) 
Rs (az b3) — Rz (Ay, b3) = 2, (ra) 
genügen, so müssen diese Kreise auch bezüglich den Dreiecken 
Zieser H N—M=0 L—M = 0 
N= L—N = 0 M—N=0 
nach Massgabe der Gleichungen 
GH b) = h 
N (ap, ba) — M (a,b) = 2a h, 43) 
L (a, ba) — M (a, b) = 27 hp 
N (az, b3) = f; 
L (az, b) — N (az, b3) = 2E b; 44) 
M (az, ba) — N (ag, biz 2a h; 
eingeschrieben sein, und es sind die gemeinsehaftlichen inneren Tangenten der Kreispaare (8,,8,), (83, &,), 


(Ro 8,) zugleich gemeinschaftliche Tangenten der Kreispaare ($,, 9), (Hz, DN). (Sp $) und gehen bezüg- 


lich dureh die Berührungspunkte von $, mit Z, $, mit M, $, mir N. 

Hiemit ist die Steiner’sche Construction ! vollständig bewiesen. 

Da es von Interesse ist, die Elemente dieser Construction durch Gleichungen darzustellen, welche nur 
unmittelbar gegebene Grössen enthalten, so soll dies hier in Kürze durchgeführt werden. 


Zieht man in dem Dreiecke A BC die Halhirungslinien 
M--N=0 N-L=0O N =), 


und beschreibt drei Hilfskreise $,, $,. $, welche bezüglich die Geraden 


1 Einige geometrische Betrachtungen, 14 im I. Bande des Crelle’schen Journals. 


206 F. Mertens. 


L=0 N-LI=0 N-L=0 
Ve Nele L-N=0 
N=0 L-XN=0 M-N=0 
nach Massgabe der Gleichungen 42), 45), 44) berühren, so sind die Gleichungen der Verbindungslinien der 


Punkte zi, 2, 2y in denen die Kreise $, $, $, bezüglich die Dreieeksseiten Z, M, N berühren, mit den 
gegenüberliegenden Eeken 


PA+E)M—y (1+7) N=0 
4 A4) N—a (1+) L = 0 
a(l+2) L—P (1—8) M = 0. 


Um nun zu untersuchen, ob dureh den Punkt a, eine gemeinsehaftliche Tangente der Kreise $,, Ñ, geht, 
bestimme man in dem Ausdrucke 


Se) =} Lup Ap) NH) N] 
die Constanten 2, u derart, dass 


Fa, ba) Faz, b.) pE 
T a us 


werde. Naeh 43), 44) lantet diese Bedingung f 
de) da) Mt AE 
und wird erfüllt, wenn man 
à= (1a) (8—7) e 
setzt, wodureh 
J Caz, ba) = u [Zapya (B7) Lë le 
Flag, bs) = —p [Papy +a (B7) (BE?) 65 


entspringt. Nimmt man also 


1 
ya N 
oder 
ne lt SNE 
ur 2aßy + «(B+7)— (e= 
so wird 


Fa, b) = bh Fz b3) = ba 
und da die Summe der Quadrate der Coëfficienten von æ und y in f(x, y) durch eine leiehte Reehnung = 1 
gefunden wird, so schliesst man, dass die Gerade 
P=(1-+.) (P— y) L—p (1+6) Uy (1—7) N = 0 
n der That eine gemeinsehaftliche innere oder änssere Tangente der Kreise $, &, ist, je nachdem b,, b, 
gleiehe oder entgegengesetzte Zeiehen besitzen. 
Ebenso stellen die Gleiehungen 

Q=«ll+a)L+-MÜl+B)y—)M 7A) =O 45) 

R = —a (1a) L > p (1E) M + (1—7) (&— 6) N = 0 46) 
zwei Gerade dar, welehe bezüglich dureh die Punkte 7, %2, gehen und gemeinschaftliche Tangenten der Kreis - 


paare (Ñy 9,), (Ño Del sind. 


19 
= 
-1 
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Die Geraden P, Q, R schneiden sich in einem Punkte. Denn es ist identisch 


VJ 

SEET M— S 

SE (16) W— (1y) N 
R+P ` 7 

SSC = (1-+-y) N—(1-+«) L 
P 


uud es gehen daher P, Q, £ dureh den nämlichen Punkt, in welehem sieh die Geraden 


(1+8M — (1y) N= 0 

(+7) N— (1+) L = 0 

(1-+«) L— (1—8) M = 0 
schneiden. 


Ist 
E = (e—a) Up r = 


die Gleichung eines Kreises, welcher die Geraden M, N, Q nach Massgabe der Gleiebungen 
TE 
DOE 
On, 9) = r [aby + Byte) - Yo] 

berührt, so ist nach 45) 


Dun Bere =| ; 


und daher der Kreis &, derselbe, welcher den Gleichungen 25), 26) genügt. Da überdies 


Ri: 0) = —r, [2ady + y (ap) — (a) 
wird, so berührt 8, auch die Gerade A. Ebenso überzeugt man sich, dass sieh in die Vierseite 
N=0 L=0 Reel Fe 
L=0 Vet ll Val 


zwei Kreise 5. 8, einschreiben lassen, welehe mit den dureh die Formeln 27) bis 30) gegebenen identisch 
sind. 


4. 


Die wirkliehe Construction der Hilfskreise $,, $, E. ist nicht nothwendig; vielmehr reicht die Kenntniss 
ihrer Mittelpunkte und Berührungspunkte mit den Dreieeksseiten ans. Um dies näher auszuführen, werde ich 
mich auf den einfachsten Fall beschränken, in welehem die Ausdrücke Z, M, N innerhalb des gegebenen 
Dreiecks positiv, die Quadratwurzeln a, 3, 7 mit dem positiven Zeiehen angenommen werden und demgemäss 
die Kreise R, Ry 8, innerhalb des Dreieeks liegen. 

Es seien mp, Pa p, die Punkte, in denen die Halbirungslinien der Innenwinkel A, B, C des gegebenen 
Dreiecks ABC die Gegenseiten treffen; »n,, m, m, bezüglieh die Durchsehnittspunkte der Halbirungs- 
linien der Winkel CBp, und Bn, ACp, und CAp,, BAp, und ABp,; 2i Me ng die Fusspunkte der von my, 
m, m, bezüglieh auf die Seiten BC, CA, AB gefällten Lothe und a ge d, die Punkte, in denen die Geraden 
a My MM, m, m, von den Halbirungslinien 4p,, Bpa Cp, geschnitten werden. Aus einer genaneren Betrach- 
tung des Dreiecks x, p, q ergibt sich dann, dass die Verbindungslinie des Punktes p, mit dem Dureh- 
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e 


sehnittspunkte der Geraden Bp, und Am, und die Verbindungslinie des Punktes z, mit dem Mittelpunkte des 
Kreises R, welehe einen äusseren nnd inneren Winkel (oder umgekehrt) bei p, und z; in dem genannten 
Dreieeke halbiren, sich auf der Halbirnngslinie m,m, des Aussenwinkels bei a sehneiden müssen. 

Man kann daher den Mittelpunkt des Kreises 8, in folgender Weise finden. Man bestimme den Punkt 
sy, in welchem die Gerade m, m, von der Verbindungslinie des Durehsehnittspunktes der Geraden Au, Bm, 
mit dem Pnukte p,, oder aueh den Punkt s,,, wo die Gerade m, m, von der Verbindungslinie des Dnreh- 
schnittspunktes der Geraden An, Cm, mit dem Punkte p, getroffen wird; die Geraden 2,5, 4, 235; | schneiden 
sich alsdann auf der Halbirungslinie Ap, im Mittelpnnkte des Kreises R, Die Geraden 2, 4,, 2,95, 239, sind 
die gemeinschaftlichen inneren Tangenten der Kreise 8, K}, 8, und geben deren Halbmesser. (S. d. Figur.) 


RP 


Steiner hat die Malfatti’sche Aufgabe in folgender Weise verallgemeimert ': 

Drei beliebige Kreise, die in einerlei Ebene liegen, sind der Grösse und Lage nach gegeben; man soll 
drei andere Kreise beschreiben, die einander berühren, und von denen jeder zwei der gegebenen Kreise 
berührt, jedoch so, dass aueh jeder der drei gegebenen Kreise zwei von den zu suchenden berührt. 

Es seien 

mern 2 i KC Zen 
K = Lë tU ul Ai = 0 
K, = Lange + (y—b)— h = 0 


N N N 


die Gleiehnngen der gegebenen Kreise, von welehen vorausgesetzt werden soll, dass ihre Mittelpunkte nicht 
in einer geraden Linie liegen, oder, was dasselbe ist, dass der Ausdruck 


| Kox A 


EE il KI b, 


= de by — U bg + a; by — Uy bg H ay bo — a; bi 
von Null versehieden ist, 
= ara I 
= em) +- hu) on H 
R, = lan’ (y — v) — H 
die Gleiehungen der gesuchten Kreise und zur Abkürzung 
` (e tal Dell ld 
Ve ul ee Ve 
(a? + — (hh) = di 
(3— a3)? + Uer = a 
E 
(ox — well U es d, 


so.dass a, A, o die Längen der Seiten des von den Mittelpunkten der gegebenen Kreise gebildeten Dreiecks 
bezeichnen. Die nothwendigen und hinreichenden Bedingnngsgleiehnngen der Anfgabe sind dann, abgesehen 
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von den Auflösungen, wo zwei der gesnehten Kreise einen der gegebenen in einem und demselben Punkte 
berühren, 
Bloe Äis 4i t 2 bar 
Ñ, (23; b) = h3 + 2 Aari 
Ka (a3, ba) = Kr Zar 47) 
Kala b) = Aie 2h n 
Bian: b) = 4 2 Ar 


Ka, ba) = A H Aar 


C e C E (tr) 
(2) Ele, 9) Mer) 48) 


Gun u) = 


Zur Auflösung dieser Gleichungen führt ein ähnliches Verfahren, wie es in dem Falle der einfachen Mal- 
fatti’schen Aufgabe angewandt worden ist, nämlich die Ausdrückung der Functionen K, K, K, und der 
Grössen d?, dë, d durch die Unbekannten der Aufgabe. 

Aus den in 47), 48) enthaltenen Gleichungen 


Leeën le) 


2 9 
(a,u) + (bt) = Dar ZE 
Le — us)? + Deal = (mH) 
folgt, wenn 
1 1 S 
o = 5 Hu) + p bi = 5 Ce) +g 50) 
gesetzt wird, 
d S 
Bag) (20 T (atr) = (ath, 
2 2 1 2 2 
D (eu) N ëege re t g tra) = (ryh), 
und hieraus 
1 
Pg= h h atr) ER Mr) 51) 
1 3 
(ug al p + (8—3) 7 = — (31735) D Se atra) . => 
Bildet man den Ausdruck 
— (e, — vt) P + (u — u) 9 = D; 53) 
welcher den Gleichungen 50) zufolge nichts anderes als die Determinante 
I e D 
TU 
(lge Se 
ist, und addirt die Quadrate der Gleichungen 52), 53), so wird nach 49), 51) 
7 1 e 
rt) = Din | +] 
` d 1 1 R n 
D (rr)? hih, Uer) + T GEM — (rr) ha, en: (+ ra) 54) 


= 4 h rra ur), 
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210 F. Mertens. 


und dureh Auflösung der linearen Gleichungen 52), 53) 
1 
(Hr p = — (ra 73) Ir ne Gel (2) D @ 2) 


1 
Dina g = — (nor, H GE DG voll (2) + D, Dës — %3) 
' Diese Werthe haben, in 50) eingesetzt, die Gleiehungen 
(r, r3)? a, = (13H73) (ru) — Ay (ar) (a — ug) — D, Dë — 23) 
(ra r3)" ltr) Da 2a Hrg t3) — A (2—13) (0—83) + D, (ua — ua) 
(rar)? K, RR Ra) — i TR Bal 
(is H 
+2D l w v| C 
1 u, v, 
zur Folge. Die Constante C bestimmt man durch eine der Gleichungen 49) z. B. die erste, inde m man 
T= fa Y = Ge 
setzt, und findet nach leichter Vereinfachung 
C = 4h rara (r) 


so dass also identisch in Bezug auf x, y 


(rars) K, = (rara) C3 Rara Ra) — RR) 


1 
= 55) 
+2 D Io, +44, SE 7) 
l ge ©, 
wird. 
Durch Buchstabenverwandlung ergeben sich noch die Identitäten 
Fr) ltr) RR) Al RR, ) 
1 
"2 56) 
+2D, | 1 xg t| 4hr (r37) 
i 2 
(rir) Ka = (rir) C Rir K) Ar) (R Bal 
in 57) 
+2D, 1 a vl H 4hari HE AE 
il ga 2 
wo 
D} = 4 ha rg ri (Rawr) 58) 
Dg = 4h,r rg (gtr r). 59) 
Setzt man in der Identität 55) 
= ER 


so-wird aach 48) 


(rar) läis e) = a A A aT] = a mr 


+2 D a Ah rr OH) 


oder 
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(mrs) [A U en tr A n] np ra (hatten) Hk re tr) HR D N, 
n RR 


D, =4, YA 
so dass also nach 54), 58), 59) 


wo A die nämliche Bedeutung, wie in 14) hat. Um die Fälle nicht auszuschliessen, in welchen einige der 
D, = å, Hi 


Halbmesser A, As, 4 gleich Null sind, sei bei beliebiger Festsetzung der Zeichen der Wurzeln /7,, |7. 


JA Vh; b 
RE) 
ist. Es wird dann 15) 


VA, 
%=4r,r, karar) 


3 
60) 


A8 = Änt Lëtze 
EE EE lz, Art A Ge 234, Vh, 
oder 


1 
m Loch A DE 
et, pk Ké P 
Blo, b) =i — 2h r ea) 
D Dei 
und durch Buchstabenvertanschung 
R (az, ba) = — 2 har, + 


1 A, kA DN 
F; r 


am 
K (a,b) = %3 — 2 hr; + E 


62) 
1 rn E 
3 


Fe 
Um dë, df, d3 durch die Unbekannten der Aufgabe auszudrücken, bemerke man, dass identisch 


63) 


eain) 00, 9 A en: Ga en) 
und daher nach 47) 


jet 


+ (3 u), +2) Det) 


2 
oz 


+ P[k) r) (u) (u) — Uergel, 
Ar) bert (U) (a u)— a 2) 
ist. Entnimmt man nun den Identitäten 56), 57) die Werthe von oe bp, ay b 


64) 


a so ergibt sich 
rn) —u)= D tr tn); h] (ez — u) —D, (vat: ) 


leche [r e SE Al =e Dep 
Dt la—u)= [r VERE = Al E Ee 


ten DU = (At +n)—r, ha) (e, —%,) D, (u, — u) 
und durch Einsetzung dieser Ausdrücke in 64) mit Hilfe von 19) 
1 Di 
= rel treff Un Al D bel 
=a rr) — ra Tal r trat) — raha] Ir (atr r) e A, 


+D,A [r, (hyri r) — r A + D, A [> (lyr +r )— Pall 
SE D (rir tr) — r r]. 


"bb 
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Es sei nun, was den Gleichungen 15), 58), 59) zufolge gestattet ist, 


Gen ae rar — Cos Ee sin; 
(rir) Cira) g (rir) ra) S 
2 (sense) be D, i 

= Cos Y an t a e, AU) 

(7, hg) (7,7) Z (7i +A) (r347) i 

WEE = cosy er Eee = siny. 
GE?) i (ris) (717) 

Alsdann ist 
1 


Le 2) 


d? — 4 (rih) (riha) Si! (eis 


66) 


und unter gehöriger Zeichenbestimmung der Quadratwurzeln, wobei Uh, As, U As mit denselben Zeichen wie 


in 60) genommen werden, 


1 Va Vri" a Ve Urs 
cos = SI 9 Se 
ER Ee EEN 2 " Ve: +7, Vr SH 
085 = al sin L Y= ra Via 
Vri, rr 2 CES = zes: SEN 
cos 4 = E sin ee y= Vah _ 
á e Dog er Yr-+r, 


e Zéi gt d Lesen 
E en (+73) Vri e Yr +hz 


sin — > (a+4+2) = 


VI S 
Ver Va e 


Br (IN, We, nr, + Vra Verra r) (Vhs H etc + Vrs Vhatr nr) 
i (rir) (r3) Vri Vri Th 


Vri +h Yr, +h, SE Aus) = — Vh, Im e za ee Rs j 
da, ek ru nr, 


Hienach wird, wovon man sich auch olme Hilfe der trigonometrischen Formeln 66) durch eine unmittel- 


bare Umgestaltung der Gleichung 65) überzengen kann, 


= — e reg ser 


2r 2 R- 3 Garen ri EZE? 


Setzt mau also zur Abkürzung 
d, + 2 V7 Vh = P 
EEN d, + 2 Vh Vh = Ps 
dg = 2 Vh, Va = Pa» 


67) 
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so erhält man die Formeln 


e A, a ze 


Ge Ba rn, tr 
,  L Päerä lb D N T 
P: ` =l Fam EE 
sa! Dé ‚dr al P Ae +A VA za 
P= pan, 7 SE ryt r 
6. 


Schafft man aus den Gleichungen 61), 62), 63), 68) die Ausdrücke 
r AHAVA, Thai radia Vha 
E EH Ee 
fort, s0 wird 
Ki (i; b1) = AN + 2r, (hr) 
KaT E E (hm) 69) 
R,(a,, b) = A A 2r; (Agn) , 
wo zur Abkürzung 
PPs 2} =] 
Pı 


Dat _9,—m 10) 
Pe 


PiP _ 2h =n 
P3 


gesetzt worden ist, und es können die Gleichungen 69) statt der Gleichungen 48) in Verbindung mit den 
Gleichungen 47) zur Bestimmung von (x, zu 71) (Ue; Var 72) (Uz, Ga, 7z) dienen. Mau hat dann den Vortheil, 
dass die Bestimmungsstücke der drei gesuchten Kreise von einander getrennt sind, und erhält die auf den 
Kreis Q, sich beziehenden aus den Gleichungen 


Blo: b) = ki + 2r (HD 
Ea G) E ner T1) 
8, (az, Al — h+ Six, We 


Um diese Gleichungen aufzulösen, sei 


= (e—f} + WR = 0 12) 
die Gleichung des Kreises, welcher die drei gegebenen Kreise K,, Kp, K, senkrecht schneidet, so dass also 
kass KU als bat gls H 73) 


ist, und man setze 
8, — K = ?r (A r+ y +E, ). 
In Folge der Gleichungen 71), 78) genügen dann die Coëfficienten A, 9. €, den Gleichungen 
au b, B + ul 
ge Hl, h N + = 74) 


gät, b8 + =, 
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durch welche sie vollkommen bestimmt sind, und es ist identisch 


K, = K 2r Ollem), 75) 
also namentlich 
w =f ar v =g9— Bre 76) 
Zur Bestimmung des Halbmessers », dient die Formel 
— 8a, a) 10; 
aus weleher durch Einsetzung der Werthe 76) in die Identität 75) die quadratische Gleichung 
Pr—2Qn,+%=0 77) 
entspringt; hierin ist zur Abkürzung 
W+-B8—1=P, 
ABI = 9 
gesetzt worden, 
Auf dieselbe Weise findet man 
Wr ee) 


e j = ge = p= Fa Sy 2 

Larz —?2 Qr, + = 79) 

R E r A B,y+6,) 80) 
fr‘; v3 = ta Bi 

Pr — 2 Qr += D, 81) 


WO 
a, AW, +2, B, + G; = A 


a, U, +, By — Cr =m+m 82) 
az Ap + bs B + C7 = 7 
= R2 = 
WH — l= Nh 
dÉ +=, 
U, By Cz = A, 
ve Uz ba Bz + C3 Ae 83) 
A = 
ge Ug + b; By + E = hgn 
2 2 = 
WK lN, 
As f Bzg + E = 9% 

Es bleibt noch zu untersuchen, welche Wurzeln der quadratischen Gleichungen 77), 79), 81) einander 
zuzuordnen sind, damit den Gleichungen 48) genügt werde. Um jede Unklarheit zu vermeiden, will ich an- 
nehmen, dass keiner der Ausdrücke P, Pa 7’, verschwindet, dass also die genannten quadratischen Glei- 
ehnngen je zwei endliehe Wurzeln haben und keiner der gefundenen Kreise in eine Gerade ausartet; ein 
solcher Fall kann als Grenzfall betrachtet werden und bedarf keiner besonderen Bebandlung. 

Zur Auflösung der Gleichung 77) ist vor allem die Kenntniss des Ausdruckes 

TE 2 m Ae 2 
G-#Pr = (An Q) 
nothwendig, welcher in folgender Weise gefunden werden kann. 
Den Gleichungen 74), 76) zufolge ist 
Dag Ne A a R m 
(AU +) Br rt +I r —Q,=0 
ENEE EE e best +I r — 0 50, 
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woraus; dureh Beseitigung von A, 8, 
1, b rn ht Pr, — éi 
u — a un rith Dn OI H 
u, — az, t —b 


po Tals nd, 


oder 
Ui — ais V — b ri tt! 


el O e 5, ua by 
Ui — az; Vi — bgy Ti Åg 
entspringt. Durch zeilenweise Multiplication ist nun 


wa, V Ab, rA l) l a —u, dm, r EE 


D?(P ri — QY = u — a, v —b; r + A ag — Mun bg — ti rA 
E az Man bg — ty ri An | 
A a pm 
esst a lk 
H As 


wo auf Grund der Gleichungen 71), 70) 


i= ES +h + — CA =a P ws) es Zb 
i 


= Ié. d+ 2 V, (d, Vht d Ma NA 
= (r+ Däin Dh = 0 
» = (rih ua — (e, —b) = 0 
N = (ri Hh) (rA) — (a, — t) (a3 — e) — (Ba 2) Lan) 


H = (r Hh) tal (0, =) (Cami) — (b1 pl Dal 


1 1 
= (rith l) (rr) + p di p (Aaf 


1 
= Ja af + (8-5) (m —a;)? Up Ball 


1 


2 A E déi ld A AE —d, Di 
v = (r, Hh Hl) (rih) — Da gin gel Un —b,) Din 
= 5 d +- l h, 
SE pe (B(A Vn EAU (A 
ist. Hiernach wird also dureh Entwicklung der Determinante 
D(G—-# I) = X (2w VAR) 


=o di (— d, Vi d, Vh, +d Vi} Si 
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und durch Buchstabenvertauschung 


DE mp) = LaPa dg (d, VE — d AN 85) 
D (— P) = la Vi Vz, Bang az 86) 


Mit Hilfe dieser Formeln ergeben sich für die Wurzeln der Gleichungen 77), 79), 81) die Ausdrücke 


A ER dı (—4, V% d Vhi +d, Vh + Vh, + d 1, VA,) V 2a? 


Ver D = 2), 
k? d d (—4, VE (h, +d ha + d; |h) ES o Da 
— = Q, — d 

fi oN 

p D Ap Am +d, Vha) PaPı 

H" A DR, ZZ, 87) 
A7 dy dq (d Vh — d la =h, A VA, + da Vh) 2 2 
a Q, — ` 
” Pa 
7 alla dy Vha) Ui 

S 3 Zn- 

2 d (d, V7 Vh, +d, e Vh) Ver 
— = Q, — D $ 
a 2Ps 


worin die Quadratwurzelzeichen doppeldeutig zu denken sind. 
Setzt man num zur Abkürzung, unter Au y, Kg Ze Ug >, die Werthe 76), 78), 80) verstanden, 


Le wall (9) — (ya) Mi 
(u) + (u, — (tr SAT 
a) + Igel Dës = EMA 
IM EE EE KEE 
D(,Q (HU +BBH) =D 
D(Q, 9, -P(AWABBH))=D,, 
so ergibt sich 
2V, = Pari + Pyri — 2 (U, AB, Bellen 
und mit Hilfe der quadratischen Gleichungen 79), 81) so wie durch Buchstabenverwandlung 
Vu = Qora + Ar (A, AB, Di Une A 
Te = Qar + Q, ri — (AUWA AB B1) rr A 88) 
Va = Q, r, + Q ra Oh UW, HB, B1) ri A 


SEL A A 
w D= a [=o] 

Se - 

272 2 
el) 
Zar a Si 
D?R? ‚BE 
ER erg Del. 2ye 
XiT? SES) Ze - dE ol 


A Damit also die Gleichungen 48) bestehen oder die Ausdrücke 7,, Va V verschwinden, ist unter der 
+ 2 Voranssetzung, dass A? nicht gleich Null ist, nothwendig und hinreichend, dass 


Ye 
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Sal al 
D "7, a) LC —al- 0 


ll, 


sei, welehe Bedingungen durch Einsetzung der Ausdrücke S 


Jm 


déi die Gestalt 


dh, —(d, Yh,—d VR y V py JEE E D 
d, ( 1 ( CH 2 3 3. ) 293 2p, 1 
d;d, (d; Ae — (ch Vd VZ JE a Goes = 

1 
d, d, (h, — (d, Vh — d, HAD) 2 An, 

= zn? 

annehmen. 
Zur Bestimmung von D, hat man die Identität 
2D, = DU RM P,) +D (0—4 P) —D (0—0) 
+ D? A, 20. D? RB 20.1.1027 
( 3 EE B= 


und erhält die Bestandtheile der rechten Scite der Reihe nach in folgender Weise. 
Nach 85), 86) ist zuniichst 


We 
+ p, dd, (der, tb Ve d, VE) 
fu la d (dh Gel YA, — d, H AA 

2 


Si P (d, Vh — d, Vh” (d, d; + Vh (—4, Vh d, Vh, +d CDE 
Ferner ist 

IE 

DA, = af: KEE Am 
auf 659, Rz 
=f; WE? hi 
D Q= o be: A 

az—f, b,—9, tytn 


und daher 
md nn 0 


D(Q— 0) = | af. 9, m 
GE EE EE 
| a | _ | 49 
RK af, bag af, 9 


sowie durch zeilenweise Multiplication auf Grund der Gleichungen 73) 
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90) 


[ps d, UA — dy Vha > d, Vh) — p: bic V% +d, V, —d, (Al j 


91) 
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I» 2 e, 1 ep 
Bl, Me) 


| 1 
+ o (hh — t), Mh 


| & ee 

| Ph, RZ He) 
+n? ' 

| El re ës A 

| 1 | 

ie h, Aë — (h-h3—b8) 
+2Imn' 5 


; ; 
(%3 43— a?) 


| a o 
AR 5 (Rhi — it) MP, 


Da aber 


1 = 
Bay Set UM 
Von, Lan Dis an T 2 Ze 
ES u a 4 P3 d3 (dı —2 V7 V) 
! LEET — e 1a Rh} SS d E ie di de} d?) 
al thi — b?) (Ah — 9 NEE ME A Ee (dh, di ha > dih,) 


ist, so ergibt sich durch Entwicklung der Determinanten 


D? (Q, — Q = [m n e + mu (be ail A? 


1 1 = 
— g ni te 2 Vha) — 4 "Pad (d TE VIa) 92) 


8 
— mn Í ` die h =E y Cl 


Aus den Gleichungen 82), 83) folgt dureh Subtraction 
a, (A, — N) + b, (BB) +&,—6,= 0 
ge (U — Uz) + be (V, — B) C, — C= m 
UA) BB) — C — C = IMa, 
und, indem man diese Gleichungen auflöst, 
D (A, — A) = (db) m + (bg— b) 2 
— D (X, HD (a; — a) m + (a, —4,) 2 93) 
D(A, — WY + D? (V, — V, = më l n? a (bea?) mn. 
Der Ausdruck für das Halbmesserquadrat 4? wird einfach durcli zeilenweise Multiplication der beiden 


Deteriwinanten 


REESEN 

EE en 
af, g,» — h, —h, 
gef U e = 

Lom, 0, U, i 
D= Ua O la A 


af, b TEE E 
ayf. 09; I, An 
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erhalten. Es wird nämlich unter Berücksichtigung der Gleichungen 73) 


Kr Zn >, 

Dee, e ; d? 

ag 5 dy Og = 5 d 
E a 


4D? = d? d d? dè kè a dt di hÈ 


—2d} SÉ lig hg — 3er di A.A —?d? eds EE 


94) 


Setzt man ans den Gleichungen 91), 92), 93), 94) die rechte Seite der Gleichung 90) zusammen. so wird 


de r H 
SE = i d, d, Li in —(d, y Ind, V2) == Ta 5 
wo A zur Abkürzung den Ansdruck 


2p, (de Vhe— h Vrn)? (da d, + V% (d, Vki, hid; HA 


mum dl y 
SC EEN d3 toi 2 Vh, Vg) + 4 n? Pa pa d3 (da—? VA, VA) 


+ mn 1 SE dÄ (4 k> d hyd? h)| Jie D 
— p paldi de d? di hd3 lg d3 R3) 
ANE Byty} d? Aah d} d a a) 


bezeichnet. Von diesem Ansdruck ist es leicht, ohne denselben zu entwickeln, zu zeigen, dass er identisch 
gleich Null ist. Man setze nämlich für einen Angenblick in demselben 


dk, — 2a d, |h, = 2£ dy Yh, 24 
EE 
Es geht dann M ohne jede weitere Entwicklung, wenn man sich an die Bedentungen 67) 70) der Zeichen 


: 64 2 g 
Dys Py Pa |, m, n erinnert, von dem Factor -- — — abgeschen, iiber in 
JA be Ve UA 


HE EE EEN 
+ Pepee ea) tya tee El fënt Oli Ei itea 
v [a)r air E reien Sint Er të el 


EE 2a:B8)). 


Da der Coeffieient von £* in dem vorstehenden Ausdrucke, nämlich 
he = A 2 TNE BECH z tee BR ey? Y 2 a2 2 
Ge. 0) 02, o)le (#7) 
KC at — #22 a? + 2a? p? 
gleich Null ist, so ist dieser Ausdrnek eine ganze Function dritten Grades von £ und es ist leicht festzustellen, 


dass derselbe verschwindet, wenn statt € einer der Wertbe 


0, =z; =P, —7 
ce * 
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gesetzt wird. Derselbe muss also identisch verschwinden und man hat 
er Ne UE 
1 = y Pi da dy (d7 l H ads V 43°), 
sowie dureh Buchstabenvertausehung 


1 d = 
D = ə Ba dach ES LECH med Am 
í 2 o / - D 
Da = F Po h la V4 — dy V7?) 


Durch Einsetzung dieser Werthe in 89) findet man als nothwendige und hinreiehende Bedingungen des 
Bestehens der Gleichungen 48) 


Pati H np JI, 
an ECH 2 Pı 


T 


a a 
T E 
a, T 


welehe erfüllt werden, wenn man 


pen, 1 1 
e een 
Ze e a Pıla fa 


1 VI 
mn, 


Un Pr 1 GG r 
EE E 
Sr, D a n Ma ilg 


setzt und unter V ne überall denselben Werth versteht, so dass für die Halbmesser der gesuchten Kreise 


eine der folgenden Formelgruppen gilt: 


ai 
DP n = DO i (—d, YA, + d, YA, +d, Vha) K PıPaP3 
i 7 


d, . 1 
DR, = DO e (ch YA, —d,Yh, +d, Vh) pa Jaiba Pe 
S 2 


d, - = 1 
D Pyry = D Mar r (d; Vh +d, Vh, — d; 2) VI ale: 


, wg 2 
Dos IM tc Vh, +e, Vi, +d; Vh) E Pila Da 


d, SS — Ié) R 

El Ri (d VA, — d, H Ba + d; Vha) VI DEE 
b 2 

; e Me 

EE Ge (d V Ai ebe ba ds VAa) V o PıPars 
S S 


Wenn 22=0 ist oder die gegebeuen Kreise A Kp A, sich in einem Punkte schneiden, so haben die 
quadratischen Gleichungen 77), 79), 81) je eine verschwindende Wurzel, welche drei Wurzeln auf Grand der 
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Gleichungen 88) einander zuzuordnen sind, nud es ist leicht aus dem allgemeinen Fall zu sehliessen, dass 
die andern drei Wurzeln 


20 20.0, 
s 3 
T A D? I 5 


den Gleichungen 48) Genüge leisten. 
Aus den Formeln 95) folgt leicht, dass die Anzahl sämmtlieher Auflösungen der Gleichungen 47), 45), 
wenn auch negative Werte der Halbmesser A, A, A, zugelassen werden, im Allgemeinen 64 beträgt. 


fe 


Plücker! geht belufs Auflösung der in den Abschnitten 5 nnd 6 behandelten Anfgabe von drei sieh 
von aussen berührenden Kreisen &,, 8,, X, aus, construirt drei Kreise A, Wp, A, von gleichen Halbmessern, 
von denen A, die Kreise (R, 8,), N, die Kreise (&,, &,) und X, die Kreise (8, 8,) von aussen berührt, zicht 
die drei gemeinschaftliehen inneren Tangenten der Kreispaare (R,K,), (KK), (Ri RA, beschreibt drei Hilfs- 
kreise $, ©,, Hy von denen der erste den Kreis X, von anssen und die gemeinsehaftliehen inneren Tangen- 
ten der Kreispaare (Ki 8) (Ki Ra) auf der entgegengesetzten Seite wie &, berührt und die beiden anderen 
eine ähnliche Lage in Bezug anf A, und X, haben, nnd behanptet, dass die Potenzlinien (Chordalen nach 
seiner Benennnng) je zweier der Kreise A. Ap W, gemeinsehaftliche innere Tangenten der Kreispaare (S,,9,), 
(Sy et Aalt $a) sind. 

Um diese Behanptung, welehe Plücker ohne Beweis aufstellt, zu prüfen, seien 

R = wu) yon’) 
8, = u Hye) gäe H 
a = ge 
K = (e—a) + (y— b — A0 
K, = (e—a) + (y — b) Aë = 0 
K= (2a, + (y— b) — = 0 
$ = C a)” zo Wa Ei = 

$a = (a4) 0 


9, = (@— a) + (y— p — E =0 


die Gleichungen der Kreise &,, 8, Ry Kp Ay A, und der Hilfskreise 9,, $p $, Es finden dann ansser den 
Gleichungen 47), 48) noch neun Gleichungen für die Hilfskreise $, D, Ñ, statt, von denen nur die anf den 
ersten derselben sich beziehenden hergesetzt werden sollen: 


Ke, BR la, BE) = Zë (+) 
Bleu, Po =k n PB) = Zë (tra) 
Ka, Bi) = 22h pi 97) 


Bezeichnen r, x, v den Halliuuesser und die Mittelpunktseoordinanten des Kreises, welcher die Kreise 


Ko Ba K, seukreckt selmeidet, so dass also 


e DIER 
er) EE O S er = 
EE 


ist und werden die Bezeiehmnngen der Abselmitte 5 und 6 beibehalten, so kann man in dem vorliegenden 
Falle immer A, V% Va YA, positiv voraussetzen, und wenn man annimmt, dass die Kreise A,. Wy A, unter 


1 Analytiseh-geometrisehe Aphorismen, VI, 2, im 11. Bande des Crelle'selien Journals für Mathematik. 
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den zwei möglichen Lagen eines jeden diejenige haben, in Bezug auf welche die Potenz des Punktes (x, v) 
(für diese Kreise) die grössere ist, so miissen aueh A, As, A, positiv sein. Man erhält nämlich die Potenz des 
Punktes (x, v) in Bezug auf den Kreis X, wenn man in GE Identität 55) 


BE A Al 
setzt. Hiednreh entspringt 
S 
2 ano, 
K (2; onne N Ra 2 
4 C) atr 
Un Za 
und da nach 37) 
lu E 
Cl EE r3 rg arg) 
2 2 R 
ll gig Ge 
ist, so wird 
S Ih rn tarr / 
EE (ein Ai, 98) 


rig G) N 


und man sieht, dass der grössere Werth der Potenz K (u, œ) dem positiven Werthe von A, entspricht. Glei- 
eherweise muss man A,, A, positiv annehmen, damit, wie es die Plüeker’sche Figur erheischt, A, (x, zi 
K, (a, ©) grösser ausfallen, als für die zweiten möglichen Lagen der Kreise W, KW, 

Überdies ist unmittelbar ersichtlich, dass y, y, y in den Formeln 66) diejenigen Winkel sind, welche 
die von dem Mittelpunkte des Kreises R, nach den Mittelpunkten der Kreise 8, und 8,, K, und R}, K, und 
8, gezogenen Halbmesser bezüglich mit einander bilden, nnd dass also für die Längen a, b, e der Seiten des 
von den Mittelpunkten der Kreise X, N, N, gebildeten Dreiecks nach 68) folgende Formeln gelten: 


u= Dr be la i, sin” = 
za, ne E at =] | aA +1, Ss) 
ily Zackin Guck 
a s A Vh, Es un E AN hyhrgA Je Al (A SE J 99) 
EZETA PT, i atig 
ESCH Dich) 
er Wi (ode an, 


Setzt man daher 
A = h, ES hlz = d 
und zur Abkürzung 


WI "EE = sS 


Yds =j Vri COE O 


mr, Zu 
[ds + J r (drr) 
Ee ee 
Sr 
Vos + (EHS 
` Schong 


Was? 
so hat man in Folge der ans 60), 54), 58), 59) entspringenden Gleichungen 


AS — E E, 


UW? 
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A = 2/7, (dr, +7) 
Ae e H Vr; r, (dr; +7) 
Au = 2 rr (dr r), 
nach 93), 61), 99) die Formeln 
K Co V) — r? = dı,ng, ra 
K j ` 
EE EE 100) 
Kafe ais 4r Be, ý 
s 
K (e m= = 2 Ann Ep 101) 
a =— 2? d+ 2r 1293 
b= — 2d? nh 102) 
e = — Ddl 2 In Has 
Dies vorausgeschickt, genügt man den Gleichungen 96) durch die Werthe 
de (i Es Se u) Bunte!" en). 103) 
\ 1 d t 


durch deren Einsetzung in die Gleichung 97) für ¢, die quadratische Gleichung 


a d ep Dee gt =U O o Bé DIL + SI 


e 
+K (p fl +2d, = 0, 
oder in einfacherer Gestalt nach 100), 101) | 


o 2 SCH 
Sib 414 [n-/2)fı+&) +10 104) 
; 2 S H 


1 


hervorgeht, welche wegen der Identität 


2 TPR 
d In Dn 
— — > = u, 
Ç V=) u 
immer reelle und überdies positive Wurzeln hat. 
Die Gleichungen der Potenzlinien der Kreispaare (K, A,), (Yp K,) sind 


IN e IN ll 
Um daher zu untersuchen, ob diese Geraden von dem Kreise $ berührt werden, hat man die Ausdrücke 
Ky (ap N (a, Bi) Bla Bi) — A Co Bi) 
zu bestimmen. Da dieselben linear sind, so hat man nach 103) 
Ka, 2) A an 2) = | h = d (K, EE S d u) — Ur v,)) 


und nach 100), 47), 101) 
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Ä ale 
= 4r (ri garnie N + > | / 
j PD AS 


La rg D — 4da. 
ri 


Zieht man 
2e pi = fut dt 1a) 


ab, so entsteht 


Z Së V j 2 7 
K, lep PD) — Ki (ep B)—2ceh = rain da — api) | RS S | I a) “al 


Mit Hilfe der quadratischen Gleichung 104) ergibt sieh eine weitere Vereinfachung, so dass 


e S da A 2 
K,la, Bd) Aen PD ea S SE m= i EE | 
Kë Zu. 
und nach 102) 
r? i fi "o ) 
== ee as 
on Le 
wird. Ebenso würde man 
f a À Rz ` 
Klap BE) — M la p) — >? bp Sn nz a (Cu) 


finden. 
Aus den Gleichungen 


: i E np 
Kilap B) HK (p B) = Ze Ke I" GN S | Wa) 


7 S T mna 
Kalap P) — Kan b) =? bg E 1 ES (e—a) 
= E M aN 
K; (az B)— M (a: Dal = 2an t: TON [i Kg (e—b) 
S 2 
- 6 S 2 o ii äs 
N, as Ba) — A, (äs p) = 2cn+, gl ur («—b) 
= 2. 
Sun o r y Ee 
EE A] Ir + wl (a—c) 


T E DEST 
K (2y Ba) — Aaly Dal = up eo, [! GC e De 


folgt nun, dass die Behauptung Plücker’s nur in dem sehr besonderen Falle zutrifft, wo das von den Mittel- 
punkten der Kreise Kp A, A, gebildete Dreieck gleichseitig ist. Sind nämlich a, A, e nicht alle einander 
gleich und etwa oz fb, so wäre in Folge der vorstehenden Gleichungen 


N (an B)— Kalo Pa) >22 cpg, 
wogegen die Berührung des Kreises $, mit der Potenzlinie der Kreise A,, A, die Bedingung 


K, (aa Ba) — hale ba) = E 2ep 
erheischt. 
Die Construction, welche Plücker, auf die obige Behanptung gestützt, für das ant drei Kreise von 
gleichen NHalbmessern bezügliche Problem entwickelt, sowie anch die ans derselben durch Umgestaltnng 
mittelst verkelirter Leitstrahlen hergeleitete Lösung der allgemeinen Aufgabe sind daher im Allgemeinen un- 


richtig, 
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EI 


Es seien 
R = e Een =0 
Kı = (i) + Up — r = 


R, = (0, + (yo, 73 = 0 


die Gleichungen dreier Kreise, welche irgend einer der 64 Lösungen der Gleichungen 47) und 48) entspre- 
ehen, nnd 


R = (ecu lye lz O 
die Gleichung des Kreises, weleher jene senkrecht schneidet, so dass 
ae) se) ege 


ist. Es soll unter Beibehaltung der Bezeichnungen der Abschnitte 5 und 6 und in der Voraussetzung, dass 
keiner der Halbmesser A, A, 4, gleich Null ist, untersucht werden, ob es, wie die Steiner’sehe Construc- 


tion ! verlangt, drei Kreise Q 


As Qas 2, (welehe auch zum Theil oder ganz in Gerade ausarten können), gibt, 


welehe bezüglich die Kreise &, und 8,, K, und &,, 8, und &, in deren Berülhrungspunkten berühren, dureh 
dieselben zwei (reellen oder imaginären) Punkte gehen und überdies die Eigenschaft besitzen, dass drei 
Hilfskreise $,, $, $n welehe bezüglich die in den Gruppen 


21i) e2 ">! 


enthaltenen Kreise berühren, auch je einen Potenzkreis der Kreispaare 
(Ko K) (Kp kA 
(a Ko) Ka K) 
ee Ma) 


beziehungsweise berühren. Dass solche drei Kreise in der That in dem Falle, wo die drei gegebenen Kreise 
A, Ky A, sich in einem Punkte sehneiden, existiren, geht unmittelbar aus der Umgestaltung der Figur, 
welche durch die Auflösung der Malfatti’schen Aufgabe für das geradlinige Dreieck mit Hilfe der Steiner- 
schen Construetion entsteht, mittelst verkehrter Leitstrahlen hervor. Unter den Potenzkreisen zweier Kreise 
sollen allgemein diejenigen zwei Kreise verstanden werden, welche durch die (reellen oder imaginären) 
Durehschnittspunkte jener gehen und die beiden Ähnlichkeitspunkte (den äusseren und inneren) zu Mittel- 
punkten hahen. 

Bezeichnet 

Gel 


die Gleichung der Geraden, in welcher die Mittelpunkte der Kreise Q,, Q, Q, liegen sollen, so sind die 
Gleichungen der Kreise (eventuell Geraden) Q, 9, 0; 


G" Ry— G” 0 
G” R — GL 8, = 0 
Gi K, — C bi ez UL 


1 Einige geometrische Betrachtungen (15) im 1. Bande des Crelle’schen Journals. 


Denkschriften der mathem.-naturw. Ol, XXXVI. Bd. Abhandl. ver Nichtmitgliedern, dd 
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wo zur Abkürzung 
Gen) a Gloss = G” Elon e = G 
gesetzt worden ist. Es seien ferner 
ee 
$, = a) ärch RH 105) 
Dı = (e—a) u’ = 0. 
die Gleichungen dreier Hilfskreise $, Sy, Da von welchen der erste die Kreise K,, @,, Qs nach Massgabe 
der Gleichungen 
G” Rilan b) -ER A b) = (G” — C) hi2 (G nz: Girl 
ER O Dh E R C Nu SE E Ee E A 
K, (C b) = bi + 2% by 107) 


106) 


berührt, während für die übrigen ähnliche durch Buchstabenvertausehung herzuleitende Gleichungen gelten. 
Da sich die Gleichungen 106) auch in der Gestalt y 
EE C a) +2)” Lë (u zi 27,8) 
c Lë Da v) — 734 27,8) 0" ($, Lu, a) — rin bi) 
schreiben lassen, so sehliesst man aus denselben 
Dn: pls mr h e 
Gi De fol = 13—22 ra h te G” 108) 
Di (Ug ta) = är Za e G”. 
Wird nun 
ëlo, y) — Blo, y)— G(s, y) = F, y) 
gesetzt, wo F in Bezug auf æ, y vom ersten Grade sein wird, so ist in Folge der Gleichungen 108) 
Pia, 0) = 27b l 
F Cug v) = — Zich 
Ee 
und daher identisch 


EE 


Zi (z, EE 102) 
1 1 
Zur Bestimmung von e nehme man in dieser Identität 
a=4u ärsch 
es wird dann, da nach 107) 
$ (p b) = 24h A 
ist, 
2h h H= (i EI Sie, Pa 8, (a, m Ea 5) 
1 1 
= H EI (LK. (u, ei —r?+ 12) A (E, Ge n) — +) EG (a, 5) 110) 


cC C = k Al (LK, (u, v)—r*) A (RK, (u, a) —r +24) 
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Nach der Bestimmung von e lässt sich der Halbmesser 5, aus der Gleiehung 109) herleiten. Man erhält 


für denselben eine quadratische Gleichung, so dass es also zwei Kreise $,, $; gibt, welche den Gleichungen 
106), 107) geniigen. 


Es bleibt nun zu untersuchen, ob bei gehöriger Wahl der Geraden G einer der HMilfskreise $,, $; die 
Potenzkreise 


AK, — h, K = 0 h Ky — h,K = 0 111) 
berührt. Es ist auf Grund der Identität 109) 


A. Dë b,) = A Lie: b,) E bi Ges 7 


J k SS 5 R (an b) — ` Ki (an fal + EG (an ba) bi — 43 
1 1 


2 
= þh — 2h + H == al OTTEN Do +e G (ay b,). 
1 
Setzt man daher zur Abkürzung 
A, (u, ©) — r? = n 
K, hlu )— r? = 


5 Il a 
A, ës plat Sin ses Mu 


so wird 


Wi 


K, (ap b) = bh — 2 b, Asti | 1+ A +:G (a, b,) 
und mit Hilfe von 107) 


la AC bb) RK, (a, E (kA) — trıkeb, + hm k x a) +h, G (a, b) 
1 
Da aber nach 98), 61) 


EEN 


DE 
p= tanh fana VA) 
i E Pa 
Co 012 
m > R Au +A Sch $ 
1 


Ta E 7'3 
und demgemäss nach 68) 


ara Vë de — th, CDN 
N 
ist, so ergibt sieh 
hs Ka (a 6) — Aa K, Cap bi) — (Ai — h) bi —2h, YA, Vh, d; 


hn h d G 
F 2 , fı ei —m, 2 +h, £G (a, b,) 
und nach 110) 


Aus 


= (n G (a, b) — n G (a Al? 


un 
ebenso 


7 R A 
I Ka, bi) — h K (ap b1) — (Ai — a) 0i 25, YA Vha da = — 
1 


(n, G (az, b3) — n G (a AU, 


dd * 
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Wählt man also die Gerade G so, dass die Gleichungen 
Gem) n, 
G (a, Kä = N, 112) 
Ga 
stattfinden, so wird 
hi Ki (ap 8) RK a, b1) = kA) rb d, Vh, Vha 
hi K; (an b)— h, K, (a, b) = (A — h) bi 2b d, VV, 
Diese Gleichungen drücken aber aus, dass die Kreise $,, Ñ, die Potenzkreise 111) berühren; denn stellt 


die Gleichung 
Ah, RN, =0 

einen Kreis dar, so ist dessen Halbmesser (vom Zeichen abgesehen) 

—— d, UA Vhs, 

hi — h 
in dem Falle hingegen, wo A, =, ist, oder diese Gleichung einer Geraden entspricht, ist die Summe der 
Quadrate der Co&fficienten von x, y 
= iM hd: 


Die Gleichungen 112) drücken aber auch die hinreichenden Bedingnngen dafür aus, dass die Hilfskreise 


H 


Hy Da Hy H; bezüglich die Potenzkreise 
ha Ky — 4, Ky = 0 EE 
hyh — h hK = 0 hs Ka — h Ky = 0 
berühren. 


Beaehtet man, dass 
n, = K (ap b) — A u s. w. 


ist, so lassen sich die Gleichungen 112) anf die Form 

R (an bD — Gla,d)=% 

R la, b) — G (a, b) = Aë 

Ea un EE 
bringen, aus welcher sofort 

Ri, y)— G (æ, y) = Kls, y) 
G—=—8—N 

folgt, wo K dieselbe Bedeutung, wie in 72) hat. Hienach ist G die Potenzlinie der beiden Lothkreise &, K. 


Die Coordinaten (£, n) des Berührungspunktes des Kreises H, (oder $) mit X, haben die Werthe 


sah „— bht hb, 
hi +h, hi +h, 


= 


H 


und es ist identiseh 
WE SS 


O e a 
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Aus dieser Identität folgt für 


Bi, ze J= 
Be SE Dee geet ee 5) 
E n= 7 Fh > 

1 1 
eh (Lë 2,9. 
ze, Sl 22) — r H21) 
R(E = hi Di (ty v) h, A, Dia, 25) 
3 KE ee A Eh, 
1 1 
=Z 1 A r S 2 9. 
= D ZE ($ (ës 3) — ri 2r h) 


und demgemäss aus 103) 
REM - EUREN) =. 


Die zwei Berührungspunkte (LG n) sind also die Punkte, in denen der Kreis Q, den Kreis A, schneidet. 
Hiermit ist die Steiner’sche Construction vollständig bewiesen. 
Definirt man umgekehrt die Hilfskreise 105) (beziehungsweise $,, $, E.) durch die Gleichungen 
K, (ap 8) = bi + 2 b, A 
ebe (a, = y C el er, 
KD B= Ce Miz m e a NA 


e besi 


ha K, (ap, bel — hs Ka (ao Bal = a — Aa) ha H 2 ha d; Vha Vh; 113) 
ha Kı (a, bg) — Ai Ra (a, ba) = (A — 4) b3 2b: d; V% V7 
K; (az b3) = b3 + 2 by 4; 


ha A, (ag, b) — h, Es (as, b3) = (Z — 4) b3 +2 b ch V% Vhs 
A K, (ag D) — ha Ea (as, b3) = (As — ha) b3 + 2 ba Ve Vas 
so gelangt man leicht dazu, die Gleichungen der Kreise Q,, Qy Q, durch auf die Kreise K,, Ka X, unmittel- 


bar Bezug habende Grössen auszudrücken. Da nämlich, nnter $, n die Coordinaten des Berührungspunktes 
der Kreise K, und $; (oder $,) verstanden, in Folge der Identität 


A EK 
EE ger 


und der Gleichungen 113) 


r jp — a CE d)-+ K. b 
AG n) = — h? + 191 Loo pth 1 (aa b2) 


S h, 9, (ap b) -bh K (ay A 
K, (&, n) = — k? + Di Los Ge 1 (ay 23) 


ist, so stellt die Gleichung 
dh Py E — dp; K = 0 114) 
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einen dureh die Berührnngspunkte (é, ») gehenden Kreis dar, und es wird die Gleiehung jedes diese zwei 
Bertihrungspunkte enthaltenden Kreises 
Q Lee Hl zs 
der Identität 
Oe y) =à Ki — u (dy Pa Ea — d; p Ka) 


genügen müssen. Man bestimme nan die Constanten A, u derart, dass 


Tu, e 6) O +ndzpa)]b; 
+[9 a, d) 0 ed, + ed, = 0 


wird. Mit Hilfe der Gleichungen 113) verwandelt sich diese Bedingnng in 


p (da Vha + dy Vhg = 2Y le, Vea LAT l 
Ke d Ka = ı 2 d (A Vh upd Vh — dV at? ,=0 
und wird erfüllt, wenn ınan 
= Pi (d, Vh, SES dz Vha) K= Vh H 
also 
ET LA d Vh) K, a a R,—dyp5 K,) 
nimmt. Überdies wird 
Q, lan b) = Kl p, (de VA — d, Vha) — Y Ai (dh Pa— di pl 
+23, Va adh V AA EES e 


Q 


tå 


(az Bal = ba MR (a, Vr, —d; Vha) — Vh (dP --d; p3)] 
— 24, VE had ën N o VR,) — (d, Via V h 


N 
Diese Gleiehungen driieken ans, dass der Kreis (oder die Gerade) 
Q (z, y) =0 
die Kreise $, 9, 9, $, berührt. Es ist nämlich, wenn der Ausdruck 
Pl Vë HA Lob Beau a 


nieht versehwindet, 


vi E ole td, HÄ, Lei YA, -+d,\R,) — (d, Zi Vh)” 
e Fa Me gl WE (d3 Pa— d; P3) YA, 


der Halbmesser des Kreises 
déi ES y) = H: 


wenn dagegen jener Ausdrnek verschwindet, so ist die Summe der Quadrate der Coëffieienten von æ, y in 


Zb (x, y) 
— 4 [d d, dy + d, VA, (d, Vha +d; V23) — e ee MS 


Gleieherweise stellen die Gleichungen 
Q(x, y) = p 2 (d Vd Vh) R,—Vh, ( d; p; Kyd, Pi K,) =0 
EPET (a, i=; (ha) Ky, — UA (d; Pi Kite Pe Ka) = 0 


Über die Malfatti’sche Aufgabe und deren Construction etc. 231 


zwei Kreise (Gerade) dar, welehe beziiglich durch die Berührungspunkte des Kreises A, mit $,, $, und des 
l a. Se Be i 
Kreises X, mit 9, 9, laufen und die in den Gruppen 


at r 
Ñy Yy Ñi Ñ, 
` 
1 


enthaltenen Kreise berühren. 
Da identisch 


Prag man. N a [2 K, — = EA 


UA Vë ` UA Vhs 
Q; d = v Es 
att (area E E-H 
E ag w i) 
di d PT r Fe = Pa p 
GE, az) len Br 
vn Vi, (4 | Si Va Ui, Vh S 


ist, so gehören die Kreise Q,, Q,, Q, zu derselben Kreissehaar, wie die Kreise 


Ein Kreis 
& = (=u) + ga’ =, 
welcher die Kreise K, X,, Q, nach Massgabe der Gleichungen 
K (p 2D = uhr 
Koe ls Bn ha t 9 
Ku, 01) = 7? (Pa (d; Va — d, Vh) — VŽ Laun pl 
+ 2r (d, dy dg > d, e ia +d, VA) (d Va — HEN Vha 


berührt, unterscheidet sieh nieht von dem dureh die Gleiehungen 71) definirten, weil sieh 
LEE ES 2 A 
Dy 
ergibt, und berührt auch den Kreis Q, auf Grund der Gleiehung 


Hen a) (p; (d, Vh — d, Vh) — (di P1 — h Pe) Vha) 
= 2 (d, d, d; + d; Vhs (d, Vh, Th Vha) =h Vh —d, A9) VR;- 


9. 


Man kann ähnlieh, wie bei der einfachen Malfatti’sehen Aufgabe, die Construction der Kreise $,, $, 
Ds Or Qu 9, umgehen. 

Es seien A, AL, M, die Mittelpunkte der drei gegebenen Kreise A, Ky X, M der Punkt gleieber 
Potenzen derselben oder der Mittelpunkt des Lotlikreises A, D, P,, P, die drei Potenzkreise 
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hy Ky — h, K = 0 

hi Ky — hK = 0 

SA, fu E H 
und A, Ay A, deren Mittelpunkte, welche je nach den Zeichen der Halbmesser Ži; A,, A, entweder drei 
äussere oder einen äusseren und zwei innere Ähnlichkeitspunkte der Kreispaare (X,, K3), (Ky KD (K Kal 


bilden. 
Die Kenntniss der Geraden 
Seh N, 
oder (75) 
ArH ye U 115) 


führt die Construction des Kreises 8, auf die elementare Aufgabe zurück, einen Kreis zu beschreiben, wel- 
cher den gegebenen Kreis X, (oder A.) berührt und zu der dureh den Lothkreis X nnd die Gerade (115) 
bestimmten Kreissehaar gehört. Zur Anflösung dieser Aufgabe genügt es, die Verbindungslinie des Potenz- 
punktes M mit dem in Bezug auf den Kreis A, genommenen Pol der Geraden 115) zn ziehen, welche Ver- 
bindungslinie den Kreis A, in den Berührungspunkten der zwei mögliehen Kreise Q, trifft; die Verbindungs- 
linien dieser Punkte mit W, schneiden das von M anf die Gerade 115) gefällte Loth in den Mittelpunkten 
der gesuchten zwei Kreise, 
Behufs Construetion der Geraden 115) gehe ich von folgenden Gleiehungen 

Ps bn Dh Kb Ke D V Ku =0 

E EH 

E e Ba De Ka = Kale, HK e 

P, ss Bee KK) E a a i = 0 

uer ha (ha Ka — he Ka) — di en, 0 

EE edel 

PR =h(h,K,—h,K,)—d\h,Yh,K, — 0 

Paan ua nid e reet 

P, = ha (hi Kg — h KR) d, Vha Vh Kass 0 

Pia = hy (t Ky — h, K) d Vin io =A 

P o = e a Ky = E = aN a Ve a= 

PB, = Bee Ki — h, K) + d; Va, Vin Kg = 0 


S, = — p, d, dr K, + Vi VT (ddp > Vha (di Vh, +A, Vh — da VAD) Ka 
+ VE Vi (4,4, Vh, (4, a a R,— 0 
S, = De Vha Vh, Ky > Ve V (d dg + E, (d Vha d; ha d, NA K 
+ Vh, Vh, (d,d, + VR; (d, Via — d; Vh di Vh) K= 0 
Sy = ~ pa dy Vta Vp Ka > Vhs Vh (dsd, + Vh (dg As > d, Vhs — AU K, 
+ Vhs Vh, (ds d, + h; (d Vh, — d Vi +4, Vh)) K= 0 
T, = [d, d, dy d, Vh, (dy Va + da Va) — (d, Vg — dy Vha)? + (dp Vha — ds hl, Vh] X, 
— h (dh Pa Ka — dz P3 Ka) = 0 


T = LA de +d, YA, (d, Vh +d Yn,) =e Vh, — dy Vh} — (d, Vh =h Vhp) Pi Vh] K, 
— Ri (d, Pa Ka — ds P3 K3) = O 
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T,= LA d, dz- d, Vh (d; Vh; +d, Vh) —(d; Vh; —d, Ak Le Vh; —d, Mat Via] K, 
— h (d Da K — d p A) = 0 
i= IA Ban ea) — E Me KA ad Ya), VA] RK, 
+ h (d,p, KR, oh p R,) = 0 
T = aaa, N a av) ge Net, bg, Vi, KR, 
— bat, Pi dp Br) = 0 
T dad fiel A, + an) ala VD Ch Vigel bp HK, 
+ h (d d, ig De hel = O 


“aus, deren geometrisehe Bedeutung leicht anzugeben ist. 
1) Die ersten sechs Gleichungen stellen bezüglich Potenzkreise der Kreispaare 


(KA P) (Kp P) Wo P,) Wy Pi (Ky Ji (Ay P,) 
dar; die Mittelpunkte derselben, welehe entsprechend mit 


Ay Ay Ay Ay Aan Aze 


bezeichnet werden sollen, sind als Abnlichkeitspunkte leicht zu eonstruiren. Man ziehe überdies die Verbin- 


dungslinien G,, Ga C, der Punkte Än und Ais A und Aa: Aan und Aa, Naeh der bekannten Construction 
der Apollonius’schen Aufgabe (Gergonne) erhält man die Verbindungslinie der Berührungspunkte der 


< 


mit dem Potenzpunkte M verbindet; diese Gerade ist 114) die Potenzlinie der Kreise 


Kreise $p, $; mit dem Kreise A,, wenn man den in Bezug auf den Kreis K, genommenen Pol der Geraden G, 


K, = dii K, — d wo o = is 


eine dureh M, senkreeht zu derselben gezogene Gerade werde mit Z, bezeichnet. Z, kann auch unmittelbar 
construirt werden, wenn der Lothkreis A bekannt ist, weil der Durchsehnittspunkt der Geraden G, mit der 
Potenzlinie der Kreise A, X auf Z, liegen muss. Es seien noeh Z/,, L, zwei Gerade, welche eine entspre- 
chende Bedeutung für die Kreise A,, A, haben. 
2) Die Gleichungen 
IN an =U 


stellen die Potenzkreise des Kreispaares (A,, 7%) dar. Der Mittelpunkt A,, des ersteren ist der Durchschnitts- 
punkt der Geraden, welche M, mit 4,, Jan mit A, verbinden, der Mittelpunkt Ar des zweiten ist der Durch- 
sehnittspunkt der Verbindungslinien der Punkte M, und A,, Aa und A, Alnlich werden die Mittelpunkte A 
Ay Ay 

3) Die Gleichung 


22? 


EE rr 
Aan der Kreise Jan / 


3 p ir 
el, CONE 


drückt einen Kreis aus, welcher den Kreisschaaren (Pyy Li) (Pay Te) gemeinsam ist, d. h. dureh die (reel- 
len oder imaginären) Durehsehnittspunkte sowohl der Kreise 7,,, P,, als auch der Kreise Pay P,, geht. Der 
Mittelpunkt desselben ist daher der Durchsehnittspunkt der Geraden Gy, Gy 
+) Der Kreis 
Zu 
geht dureh die Durchsehnittspunkte sowohl der Kreise 
N N) 
als anch der Kreise 
IB, =) S; = 


Denkschriften der mathem.-naturw. Cl XXXVI. Bd. Abhandl. von Nichtmitgliedern. 
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der Kreis 
T=0 


1 
durch die Durchsehnittspunkte sowohl der Kreise 
K, =0, d, Pe Ka — dp, Ka = O 
als auch der Kreise 
N S=Ü! 

die Mittelpnnkte dieser Kreise sind daher die Punkte, in welchen die Verbindungslinien des Durchschnitts- 
punktes der Geraden @,, G mit An: A, von der Geraden L, geselmitten werden. Beiläufig sei noch bemerkt, 
dass diese Kreise zugleich die Potenzkreise des Kreispaares K, @, sind. Die Mittelpunkte der Kreise 7, 7, 
Ty T, sind in entsprechender Weise zu construiren. ; 

Dies voransgeschickt, ist die Gerade 115) diejenige, auf welcher die Mittelpunkte der Kreise 7,, 7,, P 
liegen. Denn diese Kreise werden sowohl von dem Lothkreise K als auch von dem Kreise 8, auf Grund der 
Gleichungen 


T, (ep o) =r Ei d, d,+d, Vh, (dg Vith YA) — (d; Vha — di V)’ — (ds V hg — d, VR,) Pa VRR, (d,p,— EN 
Typ n) =r [d, hard A té, Vh+hYR)— ld, NA ebe Ae rie Va HE lp Va (el Bu ll 
ha Ky lty e) — h Ky lup äu les La hari 
senkrecht geschnitten. 
Für drei Kreise von gleichen Halbmessern gestaltet sich diese Construction besonders einfach. 


